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Общая характеристика работы 
Актуальность темы. Основной целью изучения алгебраических систем является по­
строение соответствующей структурной теории. Иными словами - это сведение изучения 
рассматриваемых алгебраических структур к изучению структур, устроенных более «про­
сто•. Одной из конструкций, осуществляющих такое сведение, является ра.цикал. Истори­
чески, первым радикалом стал наибольший нильпотентный идеа.1 ассоциативной конеч­
номерной алгебры. 
Первоначально це.'lЬю изучения конечномерных алгебр над полем были построение и 
классификация алгебр над полями вещественных и комплексных чисел. В дальнейшем 
произошел переход от исследования конкретных структур, построенных специальным об­
разом, к исследованию непосредственно алгебраических операций, определенных аксио­
матически. Структурная теория конечномерных алгебр была построена к началу 20 века. 
Решающую роль при этом сыграл радикал - наибольший нильпотентный идеал. 
Следующим этапом было распространение понятия радикала и соответствующих струк­
турных теорем на кольца и алгебры, удовлетворяющие условиям максимальности и ми­
нимальности для идеалов. В то же время с ростом общности рассматриваемых структур 
росло число пшш"1яющихся вопросов, а набор известных методов исследования, примени­
мых в общем случае, сокрашался. В связи с этим в тридцатых-сороковых годах прошлого 
века был предложен ряд радикалов, с помощью которых были получены основные струк­
турные теоремы современной теории колец. 
В ходе дальнейшего развития теории колец, модулей и абелевых групn, понятие ра­
дикала было аксиоматизировано. В настоящее время большое и активно развивающееся 
ваправJlение теории колец и модулей - изучение различных свойств радикалов в кате­
гориях колец и ~юдулей и взаимосвязей между ними. Однако, •классические• радикалы 
по-прежнему сохраняют свое значение и играют нажнеЯшую роль в структурной теории 
ко"1ец. 
В посJ1едн11х исследованиях по теории абелевых групп группы, как правило, рассмат­
риваютt:Я вместе с их кольцами эндоморфиз)ЮВ. ОдноЯ из г"1авных задач при изучеиии 
связей межц,v абелевой группой и ее кольцом эндоморфизмов является выявление зави­
симостей между свойствами груm1ы и структурой ее кольца э11Доморфизмов. Как уже 
было отмечено, в структурной теории колец важную роль играют радик11.аы, в частности, 
радикал Джекобсона и нилъ-радикал. Поэто:.~у представ.1яет интерес изучение радикалов 
колец Э11Доморфизмов. Одной из первых работ, в каrорых систематически изучались коль­
ца эндоморфизмов абелевых групп, является труд Р. Пирса [19j. В нем рассматривались 
приJ.1арные абепевы группы, их группы rомоморфизмов и кольца эндоморфизмов. Также 
в [19] рассматриваласп проблема описания элементов из радикала Джекобсона кольца эн­
доморфизJ.1ов примарной абелевой группы н терминах их действия на группе: были даны 
характеризации радикала Джекобсона колец эндоморфизмов пр>~мых сумм циклических 
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р-груш1 и периодически по.1ных р-rрупп. В дальнейшем это направление было развито в 
работах М. Дуrаса [14J, Д. Хаузен и Д. А. Джонсона [16.17[ и других алгебраистов. 
Змачами изучения радикала Джекобсона и ниль-радикала колец эндо:'>tорфизмов групп 
без кручения начал заниматься П. А. Крылов [5]. Им были получены результаты, характе­
ризующие радикал Джекобсона и ниль-ра,цикал колец эндоморфизмоR групп без кручения 
конечного ранга, алгебраически компактных и Rnолне разложимых групп без кручения, а 
также некоторых классов с:о.1ешан11ых групп ( [5,6,8]). Существенная часть наиболее инте­
рссю~х результатов, полученных в данном направлении, вошла в монографию П. А. Кры­
'юва, А. В. Михалева и А. А. Туrанбаева [7]. В [7] также сформулированы открытые 
лроб.1емы, связанные с радикалами колец эндоморфизмов абелевых rрупн, в частности, 
задача описания радяка.1а Джекобсона кольца эндоморфизмов сепарабельноll группы без 
круч<'няя. Ряд проблf'~I характеризации некоторых известных радикалов колец эндомор­
физмоR абс.,1евых групп из различных классо11 обозначен в [9]. 
В настоящей раб<УГе исследование Rедется ло сле,цующим направ.1е11иям. Рассматрива­
ется ниль-радикал кольца 3Ндоморфизмов вполне разложимой абелевой группы без кру­
чР.ния. С по~ющью представления кш1ьца эндоморфизмов такоll группы кольцом матриц 
дана его характеризация и показано. что он совпадает с суммой всех нильлотентных иде­
алов ко.1ьца эндоморфи·3мо11. Изу•~ается радикал Джекобсона кольца эндо~юрфизмоо од­
нородной се11арабе.1ьной абелевой груапы без кручения. Также в работе 11водится понятие 
сит.но необрати~юго 3Ндшюрфизма а.белевоll rрулпы без кручения и с его по~ющью иссле­
дуются колы~а. эндо"орфизмоо вполне разложимых и сепарабельных групп без кручения. 
Цель работы. !(елью работы яв.1яется 11зу•1ение ра,;~,ика.Jюн колец эндоморфизмов 
шюлне р11зложи~1ых и сепарабельных абеле11ых групп без кручения. 
Научная новизна. Основные полученные результаты яв.1яются новы~1и. К основным 
результатам можно отнести следующие: 
• Охара.кТРризован ниль-радикал кольца эндоморфизмов вполне разложимой абелевой 
группы без кру•1е11ия и пока.за.но, что 011 совпадает с суммой всех его нильпотентных 
идеалов. 
• Даны критерии совпа,;~,ения радикала Джекобсона кольца эндоморфизмон однород­
но!\ сепарабельной абелевой группы без кручения С с его идеа..па.ми //(G) и //(С) n 
F(G). 
• Описаны сильно необратимые эндоморфизмы 111юлне разложимых и сепарабельных 
а.бсле11ых групп бе.1 кручения и исследована структура. факторколец колец эндомор­
физмов таких групп по идеалу всех сильно необратимых эндоморфиз.\.!ОВ. 
• Изучены связи идеалов кольца обобщенных матриц и колец, при помощи которых 
оно построено. Указаны способы построения идеалов кольца обобщенных матриц 
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по идсала,1 составляющих его кш1ец. описаны взаимоснязи решеток идеа.юв ко.1ьца 
обобщенных матриц и ко.1ец, с помощ1.ю которых оно 11остроено. 
Теоретическая и практическая ценность. Резу,1ьтаты работы имеют теоре-I·иче­
rкое :значение и могут быть исполкюваны 11 дальнеRших исследованиях по теории аб~ 
левых групп и их ко.1ец эндоморфи·3мов, а также при чтении спецкурсов д.1я студентон 
старших курсов и аснирантов ма~'ематических факультетов. 
Апробация результатов. Результаты работы докладывались и обсуждались на на­
у•11ю~1 семинаре кафедры а..1гебры Томского государственного университета. на нау•шом 
семинарr кафс/1.рЫ алгебры Московского госу,1арственного педагогического университета, 
на научной конференции. посвященной трехсотлетию со дня рож,,1ения Леонарда ЭR.1е­
ра (Томск. 2007 г.), на ВсероссиRском симпозиуме •Абелеuы группы•, посвященном 95-
.~етию Л.Я. Куликова (Бийск, 2010 г.), на международном молодежном нау•шом форуме 
•Ломоносов-2011 • (Москва, 201 lг.), на межл,ународной конференции •\1альцевские чте· 
ния•, посвященной 60-летию со дня рождения С. С. Го11ча1юва (Новосибирск, 2011г). По 
теме диссертации опубликоIJано 9 работ 120] - 128]. 
Объем и структура работы. Диссер~·ационная работа состоит из 1Jведе1шя, списка 
обозначений, трех глав и списка ;1и·гсратуры. Работа изложена на 82 страницах. Библио­
графии содержит 28 наименований. 
Содержание работы 
Вс<' рассматриваемые в работе гру1111ы 
единицу. модули ··· унитарные. 
а.белены. кольца - ассоциативные н имеющие 
Вве11е1ше со,1ержит обоснование актуа..1ыюсти решаемых в работе змач, а также те-
зисное излnж~ние основных по"1ученных рf"зульта.тов. 
В первой главе содержатся 11редварительные сведения об абс.;1евых группах, кольцах 
эндо~юрфнз,юв. ко,1ьцах обобщенных ~1атриц 11 радикалах, ис11оль:-1усю.1е в последующих 
г.1а11ах, а также ря,\ результатом о колы1ах обобщенных матриц. В первом параграфе со­
бран ря.~ необходимых в д~1ьнейшсм опреде.1е11ий и фактов из теории абелевых 1·ру1111 н 
их колец ~ндоморфю~юв, приведено определение конечной топологии в кольцr эндомор­
физмов и теорема о представлении ко.1ец эндоморфизмоIJ ра1,южимых в прямую сумму 
абе;1евых гру1111 кольцами обобщенных ~1атриц. 
В §2 изучаютсн свн:~и идеа..1ов кольца обобщенных матрн11 и колец. с 11омощью которых 
построено колы10 обобщенных матриц. Приве;1ем определение ко;1ьца обобщенных матриц 
поряд.ка 2. 1 lусть П. S - кольца, М - П-S-бимод.vль, N S-Н-бимод.vль. Пусть сущссп1у­
ют бимод_vльные гомоморфизмы ;: : А/ @,; N --+ Н и 'l/J : N ~)n М --+ S. Для любых 
п Е N и т Е М 11оложим гпп = .р(т@ п) и нт ~ ·tJ;(n 69 т). llусть гомоморфизмы ;: и ф 
такоиы~ ч·го нынолниютсн законы ассоциативнuсти: (nin)rn' = тп(птп') и (п1п)п1 ~ п(1п11 1 ) 
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(т . m' Е М. r1 .. п' Е N) . Пусть 
Мож110 нровернть, что от11осителы10 обычного СJ1оже1~ия и умножения матриц k" образует 
ассоцнатив11ое кольцо, называемое кольцом обобще1111ых матриц порядка 2. 
llу<.."Гь / С U, J С S. Введем сле.ц.vющие обоз11ачсння: /\/(/) = {тн Е М 1 m!I! С !}. 
M(J) ~ {т ЕМ J Nm С./}, N(I)"" {11 Е N 1 М11 С /}, N(J) ={а Е N J 11Л1 С J}. Свюи 
~tе>К,],У идеалами колыtа К н идеалами колец R и S 011исываю1·ся в слс~·ющсА теоре~1с. 
Теорема 2.4. Пусть 1 - uаеал кмьца ll , J - uаеал кмьца 8. Тогаа сле/)ующие утвер­
ж:~!r.1шя равнос1tльны: 
1) сущесrrшуют такие nоа.•тожества Ми с М, Nu с N, что ( f Ми) - иdеал Nu J 
кr~льца К: 
( 
f М(/) n М(.1)) 2) , • - uilea.л кольча К: 
:'li (/) n N (.!) ./ 
( / IM + M.J) ,?) - uаеал rольца к; Nl+.JN J 
4)N/Mc.111M.INCI; 
Да1111ый результат можно сформулировать на языке изоморфизма подходящих рРше­
ток. Хороню 11звсспю. •1то ~тожеt~rва всех .1евых , всех правых 11 всех лвусто1юн11их идс 
а.;юu 11ро11 :шо.1ыюго ко.1ы1а Т являются полными дедскиндовы~•н решетками. Обосшачим 
их С(Г) , 'R(Т} 11 D('J') соответствешю . На каж,,~.ой из решеток С(К) , R (K) н 'D(K) опре­
;1г~1им отношенн" д с.1~дуюшим обр..:Jом . ,1.'l,;1я идеала /, (одно н:~и двустоµоннеrо) ко.1ы1а 
К обо:шачнм /(L) = {х Е Н 1 3А ..,. (а,,) Е L: а 11 = х} и J(L) ={у Е S j ЭА =(а;,) Е L. 
11~1 =у}. Для идеалоR /. 1 и /, 1 (одно и..1н д11усторо11ннх) положи.ч /, 1 д/'2 тогда и только 
тогда, ког,з.а /(/,1 ) ~ /(1,.1 ) и J( L1) -'-' .J(~) . Если /,1 = ( 11 Mi) и /,2 ~ ( 12 М2). то Ni ./1 N2 .1, . 
f, 1 дl. 1 равноси.1ыю тому, что 11 = /2 11 ./1 = ./1 . Можно доказать , что д будет конгруэнт-
ностью на каждой ю решеток С(Т). 'R(T) и 'D(Т) . Декартовы щюнзАедеии>1 C(R) х C(S). 
R.(ll) х R(S) н 'D(R ) х V (S) будем считать решетками с "nокоординатнwми " опсµаuиямн. 
D этих обозначениях спране;1.1нва следующая теорема. 
Теорема 2.5. 
1. Решетка C(R) х C(S) (соотв. R(R) х 'R.(S)J изоморфна факторрешетке С(К) /д 
(сооти. R(К)/д). 
2. В решетке V(H) х 'D(S) подмножество V(R, S) пар идеалов , свя.зан1<1><х сиотнише­
"ШIМU пункта 4) mеоремЬi 2.4 , являете.я пмной подрешеткой, uзомирф1шй фактор· 
решетке 'D( К)/ д. 
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В последнем, третьем, параrр1:1фе первой г.1авы приведены определении и характе­
ризации изучаемых в рабаге радикалов (ра,:щкал Джекобсона, верхний и ниж11и!I нн.11,­
ра.дикааы, радикал Левицкого), а также некоторые их свойства в применении к колhцам 
эндоморфизмов и обобщенных матриц. Приве,11см определения рассматриваемых ра,;1ик1:1-
"10R. 
Кольцо R на1ынается первичным, если прои:1ведение его ненулевых идеалов ЯВJIИ<"гся 
ненулевым идеалом. Идеал Р коль11а R называется первнчным, сслн R / Р ··- перяи•1нос 
кольцо. 
Определение 3.3 [10]. 1 lерсссченнс всех первичных идеалов кольца R называется 
перви•шым ра,днкало~1 или нижним ни.1ь-радикало~1 кольца R. ПсрвичныА ра,п,нкал кольца 
R будем обозначать l'(R). 
Идеа;~. состоящий из нильпотснтных э"1ементон, называется ни,1ь-11деа.;10м. 
Определение 3.7 [10]. Наиболыпи!I ниль-идеа.11кольцаR11а1ы11астся ни~1ь-ра,.1,1tка11ом 
1<ольца R. Нилh-радикал кодьца R будем об<пн:-~чать N(R). 
Идеа.:~ / кольца R на:1ыuается нильпотентным. сели существует такО<' натуральное •шс­
ло 11, что!"= О. Это равносильно тuму, что x 1x2 ••• Xn =О при .1юбых x1,x2, ... xn Е /. 
Идеа,1 L кольца R называР.Тея лока.1ыю нилыютентны.м, eC.JJи каж,~;ое его конечное 1юд­
~1ножество порож,1аст н R ю1лыютент11ос 110дкольцо (под пo~-u<OЛhl!OM кольца П понимает­
ся подгруппа его аддитивной группы кольца. 1амкнутая агносите:1ьно умножения. но не 
об;оате;1ыю содС'рЖ<Iщаи ед1шицу кольца П). 
Определение 3.8 (1). Наибольший локально нилыютсатный иде.а.11 кольца 11 называ­
етея ра,дика.1ш1 Левицкого или ;юка.1ьнu ни:~ыютентны~1 радикэ.пщ.1 кольца 11. Ра1~ик<!.'1 
Леuицкого кою,ца Г1. будем обозначать L(R). 
Во второй главе в1юдитс>1 поннтие сильно необратююго эндоморфизма абе.левой гру11-
пы без кручения и с его 1юмощыо иt:с.1е..:1,.vютс>1 кош,ца эндоморфизмо11 впОJJне разложимых 
и се11ара&,.;1ьных груп11 без кручения. В §4 да.но определе11и!' с11;11,но необратююго эндо­
~1орфизма. доказаны оснонные своl\ства ·r-аких эндо~юрфизмов и приведен ряд примерок. 
Определение 4.1. Пусть G -- абслева группа без кручения. Будем говорить, что 
эн;~.оморфизм r} Е r:((:) си:1ыю необратнм с..1ева (справа), ecJiи равенство Rrr.'l ~ nq (r>fi.'l = 
ng), где 9 Е С, В С t.,'(U) и п ( N, возможно лишь в с.,1у•1ае. когда 9 =О. 
В приJ.1ере 4.4 рассматривается группа С = Z ЕР <QI. КолhЦО эндоморфиз~юв гру1111ы С 
изоморфно колы\У треvгuльнn~х матриц: (z 0). Показано, что множество всех сильно 
. Q <QI 
необратнмых эндоморфнзмов груш1ы r. можно записать в виде ( ~ ~), откуда следует. 
что существуют эндомоµфи:~мы, необратимые ни в кольце э11домо1>Ф1в~юn группы U. ни 
в кольце ее квюиэндuморфизмоu, которые не явля!О'l·ся си.1ьно необратимыми н смыс..1с 
опреде;1ения 4.1. 
С:1е1~._vющиt> утвержденю1 устана11;1ивают е11я3и межд.v си.•1ыю ш~обратимыми ЭН!\UМОр-
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физ:.1ам11 группы без кру'lения r:. аннулятором ее лсевдоцоколи и идеа.-10" ее поэлементно 
нил~..нотентных эндоморфизмов. Напомним, что термин ср/i-лод1·руппа• означает чист:ою 
1шолне инвариантную подгруппу. 
Определение 4.3 [7J. Псевдоцоколем группы без кручении С называется •111стая под­
гру1111а, порожденна>1 всеми ее минимальными р/i-лодгруппа:-~н. Обозначение: SocG. 
Свойство 1. Ее.ли а -- смыtо 11е.ибратuмь~й эндоморфuзм группы С. то о Soc С = О. 
IЗ работе 11. А. Крылова !Б! определен идеал N ( G) кольца эндоморфнзмов rруплы G 
как сумма всех идеалов, состоящих нз поэлементно иилыютентных эндоморфизмов, т.е. 
таких эндоморфизмов v, что для каждого g Е С существует т Е N со свойс·гвом vmg = О. 
Очевидно, что этот идеал содержит нилъ-радикал N(E(G)) кольца Е(С). 
Сао1iство 8- Ее.ли о Е'. N(C:). то о смьно необратим. 
00 
13 11римсре 4.6 устанавливается, что для группы С = ЕJЭ А 0 , r.це л. -· группы ранга 1 
n::-1 
н тина t" =- (п. п .... , п, .. . ) (11 Е N), включения из свойств 7 и 8 являются строгими. 
П нитом параграфе рассматриваются сильно необратимые эндоморфюмы вполне раз­
ложимых н селарабслы1ых групп без кру•1е11ия. Напомним, что группа на."lывается впо,1нс 
разложимоn, если она является прямой сум:vюА групп ранга 1. Группа па."Jывается селара­
белыюй. е<:аи каждое конечное ~нюжсство ее элементов со:~.ержнтся в нек<УГором се вполне 
разсюжююм прямом с.лагасмом. В с;1учае групп без кручения эти классы определяются и 
изучаlО'fС.Я в [4, §85-87\. Для данных классов групп без кручения оказывалось возможным 
описать си:1ьно необратимые эндоморфиз~1ы в тер~iинах их действия на прямых с1агае­
:.1ых ранга 1. а также 11олу•111ть ряд результатов о строении факторколец по идеа.ау всех 
с1ыыю неuбратимых эндоморфизмоn. 
Описание сю1~.но необратю1ых эндоморфизмов в терминах их действия на 11ри.\\ЫХ С.'1а­
гае:.1ых ранга J вполне ра.>ложимых и сепарабе . ~ьных групп дают с.нс~vющие результаты. 
Теорема 5.1. Пустъ С впwшс размжима.я группа без кручения, С ~ Е1Э А, --
iEl 
ее раэложен~tе в прямую сумму групп ранга 1 и r., : С ~ 1t, - естественные проекчии 
(1 Е f ). Эндоморфизм n- Е !-:((;) сu.лы1и н~обратuм то?.да и только тоиJа, когда для любых 
шиiексов i.j Е / (не обязатмьно ра<1лu•ть~х) неравенство ~;аА1 1 О влечет t.(Л,) > 1.(А,). 
Следствие 5.2. ЭщJоморфи..1м () сепарабельной груnпь~ С сu.льно необрат11.м тогdа 
" только тогда, когда для любt<Х двух ее прямых с.лагае.мых А, В ранга 1 неравенство 
некоторая nроскцuя} але..,ет 1.(А) < l(H). 
Из данного 011исан11я также получается сле.цующсс следствие. 
Следствие 5.3. Множество Q(G) всех си.льно необратимых эндомирфизмов сепа­
рабелькой гpyrin1>1 беэ КР!/"~НШI (; явлхетс.н t1деало.м кольца 1-7( !.) . 
Пос.1едниА факт nюво;1яет рассматривать факгоркольцо кол~.ца эндоморфнзмов се1:а­
ра6<'.J1ьtюА гру1111ы без кручения G по идеалу всех ее силыю необратимых эндоморфизмов. 
Пусть !1(С) обоз11а•1ает множсстоо типов прямых с..;1ага~>мых ранга 1 группы без круче­
ния(,'. Пуеrъ (; · вполне разложимая группа,()= Е1Э G1 ее каноническое ра:ыожсние, 
tЕЩС) 
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то есть r., -~однородная в110,1не разложимая группа типа t (t Е й(П)). на.'"lываемая также 
однородно!! компонентоА группы С. Напомним, что для произвольного типа t через (;(t) 
обозначается подгруппа, состоящая из всех элементов группы С, типы которых бо.1ьше 
.1ибо равны/, а через G"(t) - подгруппа, порожденная множсств()м всех элементов группы 
G, типы которых строго больше l. Подгруппы U(l) и U"(I.) буД)·т вполне инвариантными 
в группе G. д~я впо.1не разложимой группы С и типа t Е П(с;; справедлив изоморфизм 
G, ~ C(l)/C"(t) (см. 112, ~861. Исходя из этого, дня сепарабельноА группы С обозначим 
с:, = r;(t)/Г:"(t). 
Теорема 5.5. Пусть С - вполне ра.Jлn:нсuмая группа без :i.-p!J'leН!LJI. Тогда 
ЩП)/Q(Г:) ~ П F:(C:,) 
terJ(G) 
и. кроме того, аддитивная группа кольца E(G) JiВЛJlетс.я пр.ямой суммой аддитив~tых 
групп кольца П Ь'(U,) и иrJРлла Q(G). 
tEn(C:) 
Доказанная тсорс~1а не обобщается на тот с.~учай, когда С - сепарабельиа.я группа. 
Однако справед.11110 менее сильный факт. 
Следствие 5.6. Пусть G - сспарабf'Jlьна.я группа без кручения. Тогда факторкольцо 
I':(G)/Q(G) изоморфно подкольцу пря~юго 11роизвР.дения П Е(С,), где G,·~G(t)/(;•(t) 
!ЕП{(;) 
для каждого типа t. 
В ~6 изучаютсн условия ни.1ьпотен·1·ности идеа..1а Q(G) всех сильно необратимых эн­
доморфизмов сепарабе.1ьной группы без кручении G. ()сновньщ результатом параграфа 
является следующая теорема (эквива..1снтности условий 1), 2). З) и 5) с,1едующей теоремы 
известны или не11осредственно с.1е.:~,_vют из известных свойств рассУ1атриваемых ра,дика..1ов 
и резу.шrатов работы 17]). 
Теорема 6.5. Следующие условu.н на сепарабельную группу без крученW1 С равно-
с11.11ины: 
1) l'(Ь'(Cl))'~ =О: 
2) L(E(G))m..,. О; 
:J) N(E(C))m = О; 
4) Q(G)m =О; 
5) П(СJ) удовлетворJiет ус.лоR11ю т-максщшльности. 
Третья глава состоит из двух нараграфов. В §7 рассматривается задача описания ради­
кала Джекобсона ко.1ьца эндоморфюмон однородноА сепарабе.1ьноl! группы без кручен ин. 
Нам потребуютсн обозна"с11ия и некоторые резуJiьтаты из /6j. Через Н(С) обозначаетС'.я 
множество тех эндоморфи~мов а f' t:(G). для которых ах= О ари всех .r Е /J(G) (U(G) 
- делима.я часть группы С) и для .1юбоrо :r Е С\ О(С:) из того. что h.(x) < оо следует 
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hp(1rз:) > /1Р(з:), где чсре:1 h,,(7:) обозначена р-высuта Э!1смента :r: . Чсµе.1 /о ' (С) обозначается 
множество всех эндоморфиз~юв гру11пы (; , образ кm·орых является 11oд1 ·pynnon коне•11Юt'О 
раю'а 11 С. 
И:J результатов lбJ следует, •по ДJIЯ однород1юА сспарабе;rьноА групnь~ без кручения С 
с11равед.;1н11ы нк:1юче11ия //(С:) n f'(U) ~ ./(Е((:)) ~ //(С). Осношн..~е резу,1ьтаты данного 
параграфа - кр1перии со1111а,:1еиии радика..11а J ( Е( С)) кольца эндоморфи:щов однородноl! 
се11арабе.11ь110R грувпы без кручения (;с идеа11ами H(G) и ll(G) П f '(G). 
Теорема 7.7. ДЛJ1 однородной сепарабе.11ьно1' группы бе:1 кру"ени.н С 1:11еоующие уедо· 
вu.я эквивалентны: 
1) .J(E(U)) = 1/(С): 
2} dЛJI ttOffi.lla Н(С:) вьнш.11няетСJ1 условие(•) ; 
3) радикал .J(i':(U)) замкнут о ко111:•1ной moпo.1102ull кольца Ц(,') . 
Теорема 7.11. Длх однороdной сепарабt:.11ьной группы 6~ крученшс С следующие ус.м· 
бl/.Я эквивалентны: 
1) .f(Jo;(C:)) = lf(G) n /o'(U); 
2) OJUI .11106020 (t С .J(f<:(G)) существует такое раз.11ожеш1е гр:цnnь~ С, С= Л Ф 13, гdе 
А ·- вполне разложима.н группа такая. '<то lm п ~ А. 
В восьмом 11араграфс расс~1атринаютс.я юыь-µадикал и дру1·ие наднильnuтентныс ра­
ди~;а.;1ы колt•11 ·~ндо~юфризмо11 в11ол11с ра."!ложищ,~х гру1111 без кру•1е11ия . С 1юмощ.ью пред· 
став.•1е11ш1 косrы\и ·тдо~юрф1сшо11 u1юл1t1~ рю,1ожю1п1! rру1111ы ко.1ьцо~1 ~1атр1щ охаракrе· 
ризован е1·0 11идь·радика.• 1 и ноказано. что он соuпа,;:щет с с~·~1моИ 11сех Cl'O ю1лыютентных 
идеа.ао11. 
llусть С щнщ11е рnз;южш1ая гру1ша без кручения. В ;tа,1ьнейшем. есди разложе1111с 
(; - ffi А, 111у11пы С 11 прямую сум:цу групп ран1 ·а 1 "!афиксироиано , мы будем uтoж-
ir:;J 
дестRлять колы10 Е(С;) с соотиетствующим кольцом _,1атрю\. Напомним . что эле\!е11ты 
~1атрю\Ы [" 11 ), соотвстс.тпующей >Н;\n~юрфиз."1у о Е: F(C), 011ределнютсн с;rедующю1 об­
раз1щ: а;, = r.;nr.1 . где r., и rr, ·- есте<.·rне1111ые проекнии группы С на сдагаемые А; и .41 
соотПС'\·ственно. С 11е,1ью сократить и упростюъ ,з.а.;1ьнеАшие заинек примем след.vющее 
согдашl'11ис : д;1я ые~н·11тов i , ; Е / буд~м писать 1 < J (i < j). et:.r1н t(A,) $ l(A,) (соот11. 
t(Л;) < t(Л з )). 
О11рс,з.е;1им 1юдмнож<'ст110 11(1-7((:)) ко;ш\а /·:(<·-:). Пусть " - [п,1 ) Е F:(C) . По,1ожю1 
и Е 11(Е(С)) , сс..1и вы110лнякr1·с.н с;1е,'1,_vющис дна условия: 
J) ю о;1 t О слцvет j < 1; 
2) сущr.ствует такое 11атура..1ьнос чис.10 11 = 11(1• ), что среди любых таких 11 э:1ементов 
Ui)j1. ui2j2·. 1 а.;." 1" матриu1.а1 а, 1t·1·0 'i1 ~ )2. i2 ~ )з, .... ln-1 ~ )п, хоти бы один равен нулю. 
Заметим, что определение множества 11(Е(С)) может, uообще гооорн, :~ависеть от вы­
бора разложения группы G. Мы нс будем непосредстненно доказынать 11с:~ависимост~. кон­
струкции от выбора разложе11ия груплы G, лоскольку этот факт RЛ<!'I<!'r основttаи теорема 
)lанного пара~·рафа. 
IU 
Напомним, что N0 ( К) обозначает сум.\lу всех ни,1ьпuтентных идеалов некоторого колh­
ца К, Р(К) обозначает его первичный рад11ка.л, ЦК)-· его рад11кал Левицкого и N(K) 
- его ни.1ь-радика.л. 
Теорема 8.5. Пусть С - вполне разло:нсимаJ! группа без кручети~. пусть вьtбрано 
ее ра;1лож:ение (; = Е9 А, в прямую сумму групп ранга 1, с помощью которого определено 
iE{ 
мно:нсество v(E(G)). Тогда v(E(G)) = N0 (E(C:)) = P(E(G)) = L(E(G)) = N(E(G)). 
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